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On se place dans un espace de probabilité (2, F, P). Sur cet espace on definit un
mouvement brownien (B;);>o. On munit (2, F, P) de la filtration naturelle de(B;)¢>o
définie par Vt > 0 F, =0 (B,, wu <t), on obtient alors I'espace filtré (2, F, F;, P)

Exercice 1. On définit le processus (X;);>o par :

t
Xt:/ sign(Bs)dB;
0

ou sign(z) = 1 pour x > 0 et sign(x) = —1 pour = < 0.

1) Montrer que le processus (X;);>o est bien défini.

2) Montrer que le processus (X;):>o est un processus gaussien.

3) Montrer que le processus (X;);>o est une martingale

4) Prouver que (X;):>o est un mouvement brownien (Utiliser le théoréme de car-
actérisation de Levy).

(5) Montrer que E[X;B;] = 0 pour tous t,s > 0.
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Exercice 2. On considére la variable aléatoire Z définie par :

1
Z = / tdBt
0

(1) Justifier que la variable aléatoire Z est bien définie comme intégrale de Wiener.
(2) Déterminer lespérance E[Z] et la variance Var(Z) de Z.
(3) En utilisant une intégration par parties (ou la formule d’It6), montrer que :

1
Z:Bl—/ Btdt
0

(4) En interprétant la derniére intégrale comme une limite de sommes de Riemann,
montrer que Z est une variable gaussienne. Préciser sa loi compléte N (1, 02).

Exercice 3. Résoudre I’équation différentielle stochastique (EDS) suivante :

1
dX; = —§Xtdt ++/1—X2dB;, Xy=0

a l’aide du changement de variable Y; = arcsin(X}).
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Exercice 4. On considére I’équation différentielle stochastique (EDS) suivante :

(*) dXt = ’I"Xtdt + UXtdBt
XO =X
ou x,r,o sont des constantes strictement positives.

(1) Montrer que I’équation (*) admet une solution unique.
(2) On pose Y; = e " X;. Donner 'EDS vérifiée par Y;, puis en déduire les expres-
sions explicites de Y; et X;.



Corrigé type

1 Exercice 1

Soit le processus défini par : X; = fot sign(B;)dBs.

1. Définition de l’intégrale : Pour que l'intégrale stochastique soit bien définie

au sens d’Ito, l'intégrande 05 = sign(Bs) doit étre adapté et de carré intégrable
(€ L*([0,1])).

e 0, = sign(By) est adapté car B; est adapteé.

¢ E [fot eids] —E [fot(sign(BS)fds} —E [fg 1ds} =t < o0

Le processus (X;) est donc bien défini.

. X; est une intégrale de Wiener. D’aprés les propriétés de l'intégrale de Wiener,
c’est processus gaussien..

. Nature du processus : X; est une intégrale de Wiener. D’apres les propriétés de
I'intégrale de Wiener, c’est une martingale continue de carré intégrable.

. Caractérisation de Lévy :

e (X})t>0 est une martingale continue.

L XO = 0.

e La variation quadratique est : (X); = fot(sign(BS))zds =t.
D’apres le théoréme de Leévy, une martingale continue issue de 0 dont la variation
quadratique est égale a ¢ est un mouvement Brownien standard. Donc (X;) est un
mouvement Brownien standard.
. Pour s <t: E(X;B;) = E (f(; sign(B,)dB, - [} 1dBu> = |5 E(sign(B,))du. Or
E(sign(B,)) = 0 par symétrie de la loi de B,. = E[X;B;] = 0.

Exercice 2

Soit Z = [ tdB,.

1. Z est bien définie comme intégrale de Wiener car la fonction f(¢) =t est détermin-

iste et de carré intégrable sur [0,1] : fol t?dt = 3 < o0.

1
. Moments : F(Z) =0 et Var(Z) = E(Z?) = fol t2dt = [%} = %
0

. Intégration par parties : 7 = [tBy]} — fol Bidt = B, — fol B dt.

. Loi: Z ~ N(0,3).



Exercice 3

Soit 'EDS : dX; = Xtdt + /1 — X?ZdB; avec Xy = 0. Posons Y; = arcsin(X;). En
utilisant la formule d’ Ito avec f(x) = arcsin(x) :

o Fla) = s et f1(2) = .
o d(X), = (1— X2)dt.

av, = Lo (43Xt + /T=XFdB,) + § =38k (1 = X)dt = dB,. Comme Y, =
arcsin(0) = 0, on a Y; = B, d’ou X; = sin(By).

Exercice 4

Soit 'EDS : dX; = r Xidt + 0 X;dB;, Xqg = x > 0. Les coeflicients sont Lipschitziens et &
croissance linéaire, donc il existe une solution unique. En posant Y; = e~ " X;, on obtient
dY; = oY,dB;. En posant Z; = In(Y;) et par It : dZ, = 0dB;, — —02dt La solution est
X, =wzexp ((r— 302t +0B,).



